
二次関数の最大値・最小値
統合教材パック（全 4問）

このパックで身につけること

• 上に凸の放物線が変化するとき、最小値・最大値の求め方を場合分けで整理でき
る

• 区間が固定／移動する 2パターンの場合分け法を使い分けられる
•「最小値は軸の位置（3ケース）、最大値は軸と端点の距離（2ケース）」という構
造を対比で理解できる

収録問題

問題 区間・軸の設定 難易度

問 1：最小値（固定区間） 区間 0 ≤ x ≤ 1 固定・軸が動く・3ケース 標準
問 2：最大値（固定区間） 区間 0 ≤ x ≤ 1 固定・軸が動く・2ケース 標準
問 3：最小値（動く区間） 区間 a ≤ x ≤ a+ 1 が動く・軸固定・3ケース 応用
問 4：最大値（動く区間） 区間 a ≤ x ≤ a+ 1 が動く・軸固定・2ケース 応用

使い方
1.「解法の流れ」を読み、問題を自力で解いてみる
2. 模範解答（左段）と照合し、答案の書き方を確認する
3. 意味説明（右段）で「なぜその解き方か」を言語化する

問 3・問 4は同一関数・同一区間設定。最小値は 3ケース、最大値は 2ケースになる理由を問 3との対比で確認す
ること。
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統合教材：ベクトル̶内積の意味
統合教材

トピック: 内積の定義（射影から導く）、cosθが出る理由、成分公式との対応難易度: 標準

問題

次の問いに答えよ。
(1) a⃗ = (3, 0), b⃗ = (1,

√
3) のとき、内積 a⃗ · b⃗ を 2 通りの方法（定義から・成分計算から）

で求め、一致を確認せよ。
(2) |⃗a| = 2, |⃗b| = 3, a⃗ · b⃗ =

√
3 のとき、a⃗ と b⃗ のなす角 θ を求めよ（0 ≤ θ ≤ π）。

(3) a⃗ = (1, 1), b⃗ = (2, 0) のとき、a⃗ を b⃗ の方向に射影した長さ（射影ベクトルの大きさ）
を求めよ。

解法の流れ

• 内積の定義: a⃗ · b⃗ = |⃗a||⃗b| cos θ
• 成分公式: a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2（定義と一致）
• なす角: cos θ = a⃗·⃗b

|⃗a||⃗b|
から求める

• 射影の長さ: |⃗a| cos θ = a⃗·⃗b
|⃗b|

方針

内積は「2 つのベクトルがどれだけ同方向を向いているか」を測る量。
a⃗ を b⃗ の方向に射影した長さが |⃗a| cos θ であり、それに |⃗b| をかけたものが内積 a⃗ · b⃗。
問 (1)では成分公式と定義が一致することを確認する。
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模範解答

(1) 内積の 2 通りの計算

① 定義から（角度を使う）:
|⃗a| = 3, |⃗b| =

√
1 + 3 = 2

b⃗ は a⃗ に対して 60° の方向
（x 軸から 60°: cos 60° = 1

2）

a⃗ · b⃗ = 3× 2× 1

2
= 3

② 成分公式から:

a⃗ · b⃗ = 3× 1 + 0×
√
3 = 3

一致 ✓

【なぜ成分公式が定義と一致するか】
余弦定理を使って導出:
|⃗a− b⃗|2 = |⃗a|2 + |⃗b|2 − 2a⃗ · b⃗
左辺を成分で展開:
(a1 − b1)

2 + (a2 − b2)
2

整理すると

a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 ✓
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(2) なす角 θ を求める

cos θ = a⃗·⃗b
|⃗a||⃗b|

=

√
3

2× 3
=

√
3

6

0 ≤ θ ≤ π の範囲で
cos θ =

√
3
6 を満たす θ は

θ = arccos
√
3

6

【なす角の求め方】
定義 a⃗ · b⃗ = |⃗a||⃗b| cos θ を変形:

cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

0 ≤ θ ≤ π なので
cos θ の値から θ は一意に決まる
注: cos θ > 0 なので θ < π

2

（鋭角方向を向いている）

(3) a⃗ を b⃗ の方向に射影した長さ

|⃗a| =
√
12 + 12 =

√
2

|⃗b| = 2

a⃗ · b⃗ = 1× 2 + 1× 0 = 2

射影の長さ = |⃗a| cos θ:

=
a⃗ · b⃗
|⃗b|

=
2

2
= 1

【射影の意味】
a⃗ を b⃗ 方向に射影した長さ

= |⃗a| cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗b|

内積 =（射影の長さ）× |⃗b|
この例では:
a⃗ = (1, 1) の x 軸方向成分 = 1
b⃗ = (2, 0) は x 軸方向
→ 射影 = 1 ✓
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統合教材：ベクトル̶垂直条件
統合教材

トピック: a⊥b � a·b=0（cos90°=0から必然）、成分公式の導出難易度: 標準

問題

次の問いに答えよ。
(1) a⃗ = (3,−4), b⃗ = (4, 3) が垂直であることを確認し、成分公式 a⃗ · b⃗ = a1b1 + a2b2 を用
いた計算と定義 a⃗ · b⃗ = |⃗a||⃗b| cos θ を用いた計算の両方で示せ。
(2) a⃗ = (2, 1) に垂直で大きさが

√
5 のベクトルを求めよ。

(3) 三角形 OAB において −→
OA = (1, 3), −−→OB = (3,−1) とする。−→

OA ⊥
−−→
OB を確認し、こ

れが直角三角形であることを示せ。

解法の流れ

• a⃗ ⊥ b⃗ は a⃗ · b⃗ = 0 と同値（cos 90° = 0 より）
• 垂直ベクトルを成分で求めるとき: (a, b) に垂直な方向は (−b, a) または (b,−a)

• 成分公式の導出: 余弦定理から導ける（FP-23 対策: 天下り禁止）

方針

a⃗ ⊥ b⃗ のとき θ = 90° なので cos 90° = 0。
定義 a⃗ · b⃗ = |⃗a||⃗b| cos 90° = 0 から a⃗ · b⃗ = 0 が必然的に導かれる（天下りではない）。
問 (2)は b⃗ = (x, y) とおき a⃗ · b⃗ = 0 と |⃗b| =

√
5 を連立する。
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模範解答

(1) a⃗ = (3,−4), b⃗ = (4, 3) の垂直を 2 通りで確認

① 成分公式:

a⃗ · b⃗ = 3× 4 + (−4)× 3 = 12− 12 = 0

a⃗ · b⃗ = 0 なので a⃗ ⊥ b⃗ ✓
② 定義から:
|⃗a| =

√
9 + 16 = 5, |⃗b| =

√
16 + 9 = 5

a⃗ · b⃗ = 0 = 25 cos θ より cos θ = 0

θ = 90° → 垂直 ✓

【垂直条件が a⃗ · b⃗ = 0 になる根拠】
定義: a⃗ · b⃗ = |⃗a||⃗b| cos θ
θ = 90° のとき:
cos 90° = 0

よって a⃗ · b⃗ = |⃗a||⃗b| × 0 = 0

天下りではなく cos 90° = 0 から必然
（逆も: a⃗ · b⃗ = 0 かつ非零 → cos θ = 0

→ θ = 90°）
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(2) a⃗ = (2, 1) に垂直で |⃗b| =
√
5 のベクトル

b⃗ = (x, y) とおく。
垂直条件:

2x+ y = 0 ⇒ y = −2x

大きさの条件:

x2 + y2 = 5

x2 + 4x2 = 5, x2 = 1

x = ±1, y = ∓2

b⃗ = (1,−2) または b⃗ = (−1, 2)

【垂直方向の成分パターン】
(a1, a2) に垂直なベクトルの方向:
(−a2, a1) または (a2,−a1)

(2, 1) に垂直: (−1, 2) または (1,−2)

確認: (2)(1) + (1)(−2) = 2− 2 = 0 ✓
大きさ調整:
|(−1, 2)| =

√
5 → そのままでよい
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(3) 三角形 OAB が直角三角形であることを確認

−→
OA = (1, 3), −−→OB = (3,−1)

内積を計算:

−→
OA ·

−−→
OB = 1× 3 + 3× (−1) = 3− 3 = 0

よって −→
OA ⊥

−−→
OB

三角形 OAB は O を直角とする直角三角形。

【辺の長さ確認】
|
−→
OA| =

√
1 + 9 =

√
10

|
−−→
OB| =

√
9 + 1 =

√
10

OA = OB なので
直角二等辺三角形
斜辺 AB の長さ:
−→
AB = (2,−4)

|
−→
AB| =

√
4 + 16 =

√
20 = 2

√
5√

10
2
+

√
10

2
= 20 = |AB|2 ✓
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統合教材：ベクトル̶なす角と長さの計算
統合教材

トピック: cosθ=a·b/(|a||b|)でなす角を求める、|a+b|²の展開難易度: 標準

問題

次の問いに答えよ。
(1) a⃗ = (1,

√
3), b⃗ = (2, 0) のなす角 θ（0 ≤ θ ≤ π）を求めよ。

(2) a⃗, b⃗ について |⃗a| = 3, |⃗b| = 2, a⃗ · b⃗ = −3 のとき、|⃗a+ b⃗| と |⃗a− b⃗| を求めよ。
(3) |⃗a| = |⃗b| = 1, a⃗ · b⃗ = 1

2 のとき、|⃗a+ b⃗| = |⃗a− b⃗| が成り立つか確認し、それぞれの大き
さを求めよ。

解法の流れ

• なす角: cos θ = a⃗·⃗b
|⃗a||⃗b|

を計算し、arccos で θ を求める
• |⃗a+ b⃗|2 = |⃗a|2 + 2a⃗ · b⃗+ |⃗b|2（内積の展開公式）
• |⃗a− b⃗|2 = |⃗a|2 − 2a⃗ · b⃗+ |⃗b|2

方針

|⃗a+ b⃗|2 の展開は「内積の線形性」から来る。a⃗+ b⃗ との内積を取ると
(⃗a+ b⃗) · (⃗a+ b⃗) = a⃗ · a⃗+ 2a⃗ · b⃗+ b⃗ · b⃗ = |⃗a|2 + 2a⃗ · b⃗+ |⃗b|2。
これは余弦定理と対応する（FP-17: 右欄分割で overflow 防止）。
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模範解答

(1) なす角 θ を求める

|⃗a| =
√
1 + 3 = 2, |⃗b| = 2

a⃗ · b⃗ = 1× 2 +
√
3× 0 = 2

cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

=
2

2× 2
=

1

2

0 ≤ θ ≤ π より

θ =
π

3
(= 60°)

【確認: 成分から角度を確認】
a⃗ = (1,

√
3) は x 軸から 60°

（arctan(
√
3/1) = 60°）

b⃗ = (2, 0) は x 軸方向（0°）
なす角 = 60°− 0° = 60° ✓
cos 60° = 1

2
から逆算しても

θ = π
3
が確認できる
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(2) |⃗a+ b⃗| と |⃗a− b⃗|

|⃗a+ b⃗|2:

= |⃗a|2 + 2a⃗ · b⃗+ |⃗b|2

= 9 + 2(−3) + 4 = 9− 6 + 4 = 7

|⃗a+ b⃗| =
√
7

|⃗a− b⃗|2:

= |⃗a|2 − 2a⃗ · b⃗+ |⃗b|2

= 9− 2(−3) + 4 = 9 + 6 + 4 = 19

|⃗a− b⃗| =
√
19

【展開の根拠】
内積の線形性から:
|⃗a+ b⃗|2

= (⃗a+ b⃗) · (⃗a+ b⃗)

= a⃗ · a⃗+ 2a⃗ · b⃗+ b⃗ · b⃗

|⃗a|2 = a⃗ · a⃗ = 9

|⃗b|2 = b⃗ · b⃗ = 4

a⃗ · b⃗ = −3 を代入
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(3) |⃗a| = |⃗b| = 1, a⃗ · b⃗ = 1
2 のとき

|⃗a+ b⃗|2:

= 1 + 2× 1

2
+ 1 = 3

|⃗a+ b⃗| =
√
3

|⃗a− b⃗|2:

= 1− 2× 1

2
+ 1 = 1

|⃗a− b⃗| = 1

√
3 ̸= 1 なので成り立たない。

【等しくなる条件】
|⃗a+ b⃗| = |⃗a− b⃗|
⇔ 4a⃗ · b⃗ = 0

⇔ a⃗ ⊥ b⃗

この問題では a⃗ · b⃗ = 1
2
̸= 0

→ 垂直でないので等しくならない
なす角の確認:
cos θ = 1

2
→ θ = 60°
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