
二次関数の最大値・最小値
統合教材パック（全 4問）

このパックで身につけること

• 上に凸の放物線が変化するとき、最小値・最大値の求め方を場合分けで整理でき
る

• 区間が固定／移動する 2パターンの場合分け法を使い分けられる
•「最小値は軸の位置（3ケース）、最大値は軸と端点の距離（2ケース）」という構
造を対比で理解できる

収録問題

問題 区間・軸の設定 難易度

問 1：最小値（固定区間） 区間 0 ≤ x ≤ 1 固定・軸が動く・3ケース 標準
問 2：最大値（固定区間） 区間 0 ≤ x ≤ 1 固定・軸が動く・2ケース 標準
問 3：最小値（動く区間） 区間 a ≤ x ≤ a+ 1 が動く・軸固定・3ケース 応用
問 4：最大値（動く区間） 区間 a ≤ x ≤ a+ 1 が動く・軸固定・2ケース 応用

使い方
1.「解法の流れ」を読み、問題を自力で解いてみる
2. 模範解答（左段）と照合し、答案の書き方を確認する
3. 意味説明（右段）で「なぜその解き方か」を言語化する

問 3・問 4は同一関数・同一区間設定。最小値は 3ケース、最大値は 2ケースになる理由を問 3との対比で確認す
ること。
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統合教材：数列̶Σ記号の見方と基本公式
統合教材

トピック: Σ記号の定義・線形性・基本公式（幾何的導出）難易度: 標準

問題

次の各問いに答えよ。
(1)

n∑
k=1

(3k2 − 2k + 1) を求めよ。

(2)
n∑

k=1

k(k + 1) を求めよ。

(3)
10∑
k=1

(2k − 1) を計算し、奇数の和 1 + 3 + 5 + · · ·+ 19 と一致することを確認せよ。

解法の流れ

•
∑n

k=1 は「k = 1, 2, . . . , n について足す」という記号
• 基本公式：∑

k = n(n+1)
2 、∑

k2 = n(n+1)(2n+1)
6 、∑

1 = n

• 線形性：∑
(cak + bk) = c

∑
ak +

∑
bk（各列を独立に足してよい）

•
∑

k は三角数として幾何的に導出できる

方針

Σ は「足し算を短く書く記号」である。記号の定義と線形性を理解すれば、∑(3k2−2k+1)

のような複合式も 3
∑

k2−2
∑

k+
∑

1 に分解して計算できる。基本公式∑
k = n(n+1)/2

は三角数を 2 倍にすると n(n+ 1) の長方形になる、という視覚的な理由から来ている。
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模範解答

(1) ∑n
k=1(3k

2 − 2k + 1)

線形性で分解する：

n∑
k=1

(3k2 − 2k + 1) = 3
n∑

k=1

k2 − 2
n∑

k=1

k +
n∑

k=1

1

各公式を代入する：

= 3 · n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− 2 · n(n+ 1)

2
+ n

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

2
− n(n+ 1) + n

共通因数 n でくくる：

= n

(
(n+ 1)(2n+ 1)

2
− (n+ 1) + 1

)

= n · (n+ 1)(2n+ 1)− 2(n+ 1) + 2

2

= n · 2n
2 + 3n+ 1− 2n− 2 + 2

2

= n · 2n
2 + n+ 1

2

=
n(2n2 + n+ 1)

2

【Σ の線形性】
列 {ak} と {bk} に対して：

∑
(cak + bk) = c

∑
ak +

∑
bk

各列を独立に足してよい理由：
足し算は順序を入れ替えても成立する。
【基本公式まとめ】

n∑
k=1

1 = n

n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

3
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(2) ∑n
k=1 k(k + 1)

展開して分解する：

n∑
k=1

k(k + 1) =
n∑

k=1

(k2 + k)

=
n∑

k=1

k2 +
n∑

k=1

k

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

n(n+ 1)

2

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

3n(n+ 1)

6

=
n(n+ 1)(2n+ 1 + 3)

6

=
n(n+ 1)(2n+ 4)

6

=
n(n+ 1) · 2(n+ 2)

6

=
n(n+ 1)(n+ 2)

3

【別解: テレスコーピング】
bk =

k(k + 1)(k + 2)

3
とおくと：

bk − bk−1 = k(k + 1)

（この検証は和の計算技法で扱う）
したがって：

n∑
k=1

k(k + 1) = bn − b0

=
n(n+ 1)(n+ 2)

3
− 0

【結果の確認】
n = 2:

∑
= 1 · 2 + 2 · 3 = 8

公式: 2·3·4
3

= 8 ✓
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(3) ∑10
k=1(2k − 1) の計算

線形性で分解する：

10∑
k=1

(2k − 1) = 2
10∑
k=1

k −
10∑
k=1

1

= 2 · 10× 11

2
− 10

= 110− 10 = 100

奇数の和との対応：
2k − 1 に k = 1, 2, . . . , 10 を代入すると：
1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19

これは 1 から 19 までの奇数 10 個。
和 = 1 + 3 + · · ·+ 19 = 100 ✓
n 番目の奇数までの和は n2 となる。

【奇数の和 = n2】
1 + 3 + · · ·+ (2n− 1)

=
n∑

k=1

(2k − 1) = 2 · n(n+ 1)

2
− n

= n(n+ 1)− n = n2

n = 10 のとき 102 = 100。
【具体値で確認する習慣】
公式を使った後は小さい n（n = 2 や
n = 3）
で値が合うか確認すると安心。
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統合教材：数列̶和の計算技法
統合教材

トピック: ずらし引き法とテレスコーピング難易度: 標準

問題

次の各問いに答えよ。
(1) S =

n∑
k=1

k · 2k−1 を求めよ（ずらし引き法を使え）。

(2) S =
n∑

k=1

(2k + 1) · 3k−1 を求めよ。

(3) bk =
k(k + 1)(k + 2)

3
とおく。bk − bk−1 を計算して k(k+1) になることを確認し、テ

レスコーピングで
n∑

k=1

k(k + 1) を求めよ。

解法の流れ

• ずらし引き法：S と rS を並べて引くと等比部分が消える
• テレスコーピング：bk − bk−1 = f(k) ならば ∑n

k=1 f(k) = bn − b0（中間項が連鎖消
去）

• 普通の Σ 公式では計算できない「等差 × 等比」型や「積型」の和に有効

方針∑
krk−1 のような「等差 × 等比」型の和は、通常の公式では直接計算できない。ずらし引

き法では rS を作って S から引くと「等差の増分分だけずれた等比数列」になり、再び同じ
構造が現れる。テレスコーピングは「bk+1 − bk の形に持ち込めると、Σ をとったとき中間
項がすべて消えて両端だけ残る」という仕組みを利用する。

1



統合教材 統合教材

2



統合教材 統合教材

模範解答

(1) S =
∑n

k=1 k · 2k−1（ずらし引き）

S と 2S を並べて書く：

S = 1 · 20 + 2 · 21 + 3 · 22 + · · ·+ n · 2n−1

2S = 1 · 21+2 · 22+ · · ·+(n− 1) · 2n−1+n · 2n

S − 2S（= −S）を計算する：

−S = 1 ·20+1 ·21+1 ·22+ · · ·+1 ·2n−1−n ·2n

等比数列の和の公式（r = 2 ̸= 1）：

−S =
1(2n − 1)

2− 1
− n · 2n

= 2n − 1− n · 2n

S = n · 2n − 2n + 1 = (n− 1) · 2n + 1

【ずらし引きの仕組み】
2S を作ると各項が 1 つずつずれる：

k · 2k−1 → k · 2k

引くと等差の増分（第 k 列）が消えて
等比数列 20 + 21 + · · · が残る。
【等比部分のみ消えない理由】
最初の項 1 · 20 は S にあって
2S にない（ずれているため）。
最後の項 n · 2n は 2S にあって
S にない。

3
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(2) S =
∑n

k=1(2k + 1) · 3k−1

S と 3S を並べて書く：

S = 3 · 30 +5 · 31 +7 · 32 + · · ·+(2n+1) · 3n−1

3S = 3·31+5·32+· · ·+(2n−1)·3n−1+(2n+1)·3n

S − 3S（= −2S）：

−2S = 3+2·31+2·32+· · ·+2·3n−1−(2n+1)·3n

= 3 + 2
n−1∑
k=1

3k − (2n+ 1) · 3n

= 3 + 2 · 3(3
n−1 − 1)

3− 1
− (2n+ 1) · 3n

= 3 + 3n − 3− (2n+ 1) · 3n

= −(2n) · 3n

S = n · 3n

【一般化】∑
(ak + b)rk−1 型はすべて

ずらし引き法で計算できる。
rS を引くと「等差の増分分だけ
ずれた等比列 ×(a/r)」が残る。
【確認: n = 1】
n = 1: (2 + 1) · 30 = 3

公式: 1 · 31 = 3 ✓
【確認: n = 2】
n = 2: 3 + 5 · 3 = 18

公式: 2 · 32 = 18 ✓
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(3) テレスコーピングで ∑n
k=1 k(k + 1)

bk − bk−1 の確認：

bk =
k(k + 1)(k + 2)

3

bk−1 =
(k − 1)k(k + 1)

3

bk − bk−1 =
k(k + 1){(k + 2)− (k − 1)}

3

=
k(k + 1) · 3

3
= k(k + 1) ✓

テレスコーピングで和を求める：

n∑
k=1

k(k + 1) =

n∑
k=1

(bk − bk−1)

= bn − b0 =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
− 0

=
n(n+ 1)(n+ 2)

3

【テレスコーピングの原理】
bk − bk−1 = f(k) のとき：

n∑
k=1

f(k) = (b1−b0)+(b2−b1)+· · ·+(bn−bn−1)

中間項 b1, b2, . . . , bn−1 がすべて消
えて：

= bn − b0

【bk の見つけ方】∑
k(k + 1) を見て

k(k + 1)(k + 2)/3 の差が
k(k + 1) になることを確認する。
一般に ∑

k(k + 1) · · · (k +m− 1) は
k(k+1)···(k+m)

m+1
の差になる。
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統合教材：数列̶部分分数分解と階差Σ
統合教材

トピック: 部分分数分解によるテレスコーピング難易度: 標準

問題

次の各問いに答えよ。
(1)

n∑
k=1

1

k(k + 1)
を求めよ。

(2)
n∑

k=1

1

k(k + 2)
を求めよ。

(3)
n∑

k=1

1

(2k − 1)(2k + 1)
を求めよ。

解法の流れ

• 分母が積の形の和は、部分分数に分解してテレスコーピングで計算する
• 1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
となるのは、1 = (k + 1)− k を利用するため

• 1

k(k + 2)
は係数 1/2 が前に出る

• テレスコーピングで中間項が消え、先頭と末尾だけが残る

方針

分母が k(k+1) や k(k+2) の形のとき、そのまま Σ 公式は使えない。部分分数 1

k
− 1

k + 1
の形に分解すると、Σ は連続した差の和（テレスコーピング）になって中間項が消える。分
解の根拠は「分子を 1 にするために分母の差 (k + 1)− k = 1 を使う」こと。
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模範解答

(1) ∑n
k=1

1
k(k+1)

部分分数に分解する：

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1

確認：右辺 =
(k + 1)− k

k(k + 1)
=

1

k(k + 1)
✓

テレスコーピングで和を求める：

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)

=

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n+ 1

)

= 1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1

【部分分数分解の仕組み】

1

k
− 1

k + 1
=

(k + 1)− k

k(k + 1)

分子を (k + 1)− k = 1 にする。
これが分解できる根拠。
【テレスコーピングで何が消えるか】
1

2
は k = 1 で引かれ、

k = 2 で足されるので消える。
同様にすべての中間項が消え、
+
1

1
と − 1

n+ 1
が残る。
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(2) ∑n
k=1

1
k(k+2)

部分分数に分解する：

1

k(k + 2)
=

1

2

(
1

k
− 1

k + 2

)

確認：右辺 =
(k + 2)− k

2k(k + 2)
=

2

2k(k + 2)
=

1

k(k + 2)
✓

和を計算する（1 つおきに消える）：

n∑
k=1

1

k(k + 2)
=

1

2

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 2

)

=
1

2

{(
1

1
− 1

3

)
+

(
1

2
− 1

4

)
+ · · ·

}
奇数と偶数で別々に消えるので：
n が偶数のとき：

=
1

2

(
1 +

1

2
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
n が奇数のとき：

=
1

2

(
1 +

1

2
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
（奇偶どちらも同じ式：各列で残るのは最初の 2
項と最後の 2項）

=
1

2

(
3

2
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2

)

=
3

4
− 1

2(n+ 1)
− 1

2(n+ 2)

【1 つとびの消去】
1

k
− 1

k + 2
は 1 つとびなので、

奇数番目の列同士・偶数番目の列同士が
消える。
残るのは
奇数列の先頭 1

1
と末尾 − 1

n+ 1
または

− 1

n+ 2

偶数列の先頭 1

2
と末尾 − 1

n+ 2
または

− 1

n+ 1
の 4 項（または 3 項）。
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(3) ∑n
k=1

1
(2k−1)(2k+1)

部分分数に分解する：

1

(2k − 1)(2k + 1)
=

1

2

(
1

2k − 1
− 1

2k + 1

)

確 認： 右 辺 =
(2k + 1)− (2k − 1)

2(2k − 1)(2k + 1)
=

2

2(2k − 1)(2k + 1)
✓

テレスコーピング：

n∑
k=1

1

(2k − 1)(2k + 1)
=

1

2

n∑
k=1

(
1

2k − 1
− 1

2k + 1

)

=
1

2

(
1

1
− 1

2n+ 1

)

=
1

2
· 2n

2n+ 1
=

n

2n+ 1

【分母の差の利用】
(2k + 1)− (2k − 1) = 2 を利用して

1

(2k − 1)(2k + 1)
=

1

2

(
1

2k − 1
− 1

2k + 1

)

係数 1

2
は差 2 の逆数。

【連続した奇数項が消える】
1

1
− 1

3
+

1

3
− 1

5
+ · · ·

連続した奇数分数が消えて先頭と末尾
のみ残る。
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