
二次関数の最大値・最小値
統合教材パック（全 4問）

このパックで身につけること

• 上に凸の放物線が変化するとき、最小値・最大値の求め方を場合分けで整理でき
る

• 区間が固定／移動する 2パターンの場合分け法を使い分けられる
•「最小値は軸の位置（3ケース）、最大値は軸と端点の距離（2ケース）」という構
造を対比で理解できる

収録問題

問題 区間・軸の設定 難易度

問 1：最小値（固定区間） 区間 0 ≤ x ≤ 1 固定・軸が動く・3ケース 標準
問 2：最大値（固定区間） 区間 0 ≤ x ≤ 1 固定・軸が動く・2ケース 標準
問 3：最小値（動く区間） 区間 a ≤ x ≤ a+ 1 が動く・軸固定・3ケース 応用
問 4：最大値（動く区間） 区間 a ≤ x ≤ a+ 1 が動く・軸固定・2ケース 応用

使い方
1.「解法の流れ」を読み、問題を自力で解いてみる
2. 模範解答（左段）と照合し、答案の書き方を確認する
3. 意味説明（右段）で「なぜその解き方か」を言語化する

問 3・問 4は同一関数・同一区間設定。最小値は 3ケース、最大値は 2ケースになる理由を問 3との対比で確認す
ること。
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統合教材：図形と方程式̶不等式と領域
統合教材

トピック: 直線・円の不等式の表す領域難易度: 標準

問題

次の不等式の表す領域を図示せよ。
(1) x+ y − 2 > 0

(2) x2 + y2 ≤ 4

(3) y ≥ x2 − 2x− 3

解法の流れ

• まず境界線（等号が成り立つ図形）を描く
• テスト点（原点など計算しやすい点）を代入し、不等式を満たす側を特定する
• > や < のとき境界線は含まず（破線）、≥ や ≤ のとき境界線を含む（実線）
• 放物線の場合は頂点・軸を求めてから領域を判定する

方針

不等式の表す領域は「境界の図形」と「不等号の向き」の 2 つの情報から決まる。境界を
正確に描き、テスト点（通常は原点）を代入して不等式を満たすか確認する。原点が境界上に
ある場合は別の点（例：(1, 0) など）を使う。放物線の不等式では、放物線の「上側」か「下
側」かをテスト点で確認する。
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模範解答

(1) x+ y − 2 > 0 の表す領域

境界線：x + y − 2 = 0 すなわち y = −x + 2

（破線）
テスト点 (0, 0) を代入：

0 + 0− 2 = −2 < 0

条件を満たさない（> 0 でない）。
よって (0, 0) を含まない側、すなわち直線の
x+ y − 2 > 0 の側（右上側）が領域。
領域：直線 x + y = 2 の右上側（境界を含ま
ない）

【領域の判定手順】
1. 境界線を描く（等号部分）2. テスト
点を代入して不等式を確認 3. テスト点
が含まれるか否かで領域の側を決定
【境界線の含む・含まないの区別】
> 0 は境界線を含まない（破線で描く）。
≥ 0 は境界線を含む（実線で描く）。
【「右上側」とは】
直線 x + y = 2 の式で x + y − 2 > 0

となる点は、「x+ y の値が 2 より大き
い」側、すなわち右上方向にある点全体。
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(2) x2 + y2 ≤ 4 の表す領域

境界線：x2 + y2 = 4（中心 (0, 0)、半径 2 の円、
実線）
テスト点 (0, 0) を代入：

02 + 02 = 0 ≤ 4

条件を満たす。
よって (0, 0)を含む側、すなわち円の内部が領域。
領域：円 x2+y2 = 4の内部と境界（円周を含む）

【円の内外の判定】
円 x2 + y2 = r2 に対して：
x2 + y2 < r2 は円の内部（境界を含ま
ない）
x2 + y2 ≤ r2 は円の内部と境界
x2 + y2 > r2 は円の外部（境界を含ま
ない）
【原点がテスト点として使いやすい理由】
原点は計算が最も簡単。ただし原点が境
界上にある場合は別の点を使う。
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(3) y ≥ x2 − 2x− 3 の表す領域

境界線：y = x2 − 2x− 3 を平方完成：

y = (x− 1)2 − 4

頂点 (1,−4)、軸 x = 1（上に凸でない放物線、
実線）
テスト点 (1, 0) を代入：

0 ≥ 12 − 2 · 1− 3 = −4 ✓

条件を満たす。
領域：放物線 y = x2− 2x− 3 の上側と境界（放
物線を含む）

【放物線の領域の判定】
y ≥ f(x) は放物線 y = f(x) の「上側」。
y ≤ f(x) は放物線 y = f(x) の「下側」。
テスト点を代入して確認するのが確実。
【平方完成の目的】
頂点座標を明確にするために平方完成
を行う。グラフを正確に描くには頂点と
軸の位置が必要。
【テスト点の選び方】
境界上にない点を選ぶ。今回 (1, 0) は
y = (1− 1)2 − 4 = −4 ̸= 0 なので境界
上にない。
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統合教材：図形と方程式̶連立不等式と領域
統合教材

トピック: 連立不等式と領域（交わり・頂点）難易度: 標準

問題

次の連立不等式の表す領域を図示し、頂点の座標を求めよ。

(1)


x+ y ≤ 4

x ≥ 0

y ≥ 0

(2)



x+ y ≤ 5

2x+ y ≤ 8

x ≥ 0

y ≥ 0

(3)



x+ y ≤ 4

x− y ≤ 2

x ≥ 0

y ≥ 0

解法の流れ

• 各不等式の境界線を描き、それぞれの不等式が表す半平面を特定する
• 全ての半平面の共通部分（交わり）が連立不等式の領域となる
• 頂点は境界線どうしの交点を連立方程式で求める
• x ≥ 0 は y 軸の右側、y ≥ 0 は x 軸の上側を表す

方針

連立不等式の領域は、各不等式の表す領域の共通部分（論理積）である。境界線をすべて描
いたあと、各不等式に対してテスト点を使って「満たす側」を確認し、共通部分の図形（多角
形など）を特定する。頂点は隣り合う境界線の交点であり、連立方程式を解いて求める。
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模範解答

(1) x+ y ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0

境界線：x+ y = 4（実線）
各制約の境界を確認：
x+ y = 4 と x 軸の交点：(4, 0)

x+ y = 4 と y 軸の交点：(0, 4)

頂点：

(0, 0), (4, 0), (0, 4)

（3つの境界の交点）
領域：3頂点を頂点とする三角形の内部と境界

【第 1 象限の三角形】
x ≥ 0, y ≥ 0 は第 1 象限（および両軸）
に限定する。
x + y ≤ 4 はさらに直線 x + y = 4 の
左下側に限定する。
【頂点の求め方】
3 本の境界線 x+ y = 4, x = 0, y = 0

を 2 本ずつ連立して交点を求める。
x = 0 と y = 0 の交点が原点 (0, 0)。
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(2) x+ y ≤ 5, 2x+ y ≤ 8, x ≥ 0, y ≥ 0

境界線の交点を求める：
x+ y = 5 と 2x+ y = 8 の交点：

(2x+ y)− (x+ y) = 8− 5

x = 3, y = 2

交点：(3, 2)

x+ y = 5 と y = 0 の交点：(5, 0)

2x+ y = 8 と x = 0 の交点：(0, 8)

2x+ y = 8 と y = 0 の交点：(4, 0)

両方の制約で有効な x 軸上の点：(4, 0) は x +

y = 4 ≤ 5 を満たす。(5, 0) は 2 · 5 = 10 > 8 を
満たさない。
頂点：

(0, 0), (4, 0), (3, 2), (0, 5)

【2 本の制約線の交点の求め方】
連立方程式を引き算（消去法）で解く。
(2x+ y)− (x+ y) = x なので、引くだ
けで x が求まる。
【頂点が 4 つになる理由】
制約が 4 本あるため、実行可能領域の
形は最大 4 角形になりうる。各辺は 1
本の制約線に対応する。
【実行可能領域の確認】
テスト点 (0, 0) は全制約を満たすので、
原点 (0, 0) は頂点の 1 つである。
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(3) x+ y ≤ 4, x− y ≤ 2, x ≥ 0, y ≥ 0

境界線の交点を求める：
x+ y = 4 と x− y = 2 の交点：
加法：

(x+ y) + (x− y) = 4 + 2

2x = 6, x = 3, y = 1

交点：(3, 1)

x− y = 2 と y = 0 の交点：(2, 0)

x+ y = 4 と y = 0 の交点：(4, 0)

x+ y = 4 と x = 0 の交点：(0, 4)

x− y = 2 と x = 0 の交点：(0,−2)（y < 0 な
ので採用しない）
原点 (0, 0) の確認：0+ 0 ≤ 4 ✓, 0− 0 = 0 ≤
2 ✓
頂点：

(0, 0), (2, 0), (3, 1), (0, 4)

【加減法で交点を求める】
x+ y = 4 と x− y = 2 を足すと y が
消える。
2 式の和：2x = 6 より x = 3。
代入：y = 4− 3 = 1。
【x = 0 との交点の確認】
x − y = 2 と x = 0 の交点は y = −2。
これは y ≥ 0 に反するので、この辺は
領域の境界に現れない。
【頂点が 4 つになる確認】
x 軸 (y = 0) 上では：x − y ≤ 2 は
x ≤ 2 に、x+ y ≤ 4 は x ≤ 4 になる。
よって x 軸上の境界は 0 ≤ x ≤ 2 の辺
と 2 ≤ x ≤ 4 の辺の 2 つで異なる制約
が有効。
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統合教材：図形と方程式̶領域と最大最小
統合教材

トピック: 領域における線形計画法・等高線法難易度: 標準

問題

次の各問いに答えよ。

(1) 連立不等式


x+ y ≤ 4

x ≥ 0

y ≥ 0

の表す領域において、z = 2x + y の最大値と最小値を求

めよ。

(2) 連立不等式



x+ 2y ≤ 8

3x+ y ≤ 9

x ≥ 0

y ≥ 0

の表す領域において、z = 5x+ 4y の最大値を求めよ。

(3) 連立不等式



x+ y ≤ 5

x− y ≤ 3

x ≥ 0

y ≥ 0

の表す領域において、z = x + 2y の最大値と最小値を求

めよ。

解法の流れ

• 領域の頂点をすべて求める
• 線形関数 z = ax+ by は各頂点で最大値・最小値をとる（線形計画の基本定理）
• 等高線 z = k の直線を動かし、領域と最後に接する点が最適解
• すべての頂点で z の値を計算して比較する

方針

目的関数 z = ax+ by が線形のとき、最大値・最小値は多角形の頂点で実現する。これは
「等高線 ax + by = k を k を変えながら平行移動したとき、領域に最後まで接する点が最適
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解」という等高線法で理解できる。実際の計算では全頂点での z の値を計算し、最大・最小
を読み取る。
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模範解答

(1) 領域 {x+ y ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0} で z = 2x+ y の最大・最小

頂点の列挙：

(0, 0), (4, 0), (0, 4)

各頂点での z = 2x+ y の値：

(0, 0) : z = 0

(4, 0) : z = 2 · 4 + 0 = 8

(0, 4) : z = 2 · 0 + 4 = 4

最大値：z = 8（点 (4, 0) で実現）
最小値：z = 0（点 (0, 0) で実現）

【線形計画の基本定理】
目的関数 z = ax+ by が線形（1 次式）
のとき、有界な凸多角形の領域での最
大・最小は必ずいずれかの頂点で実現
する。
【等高線法での解釈】
等高線 2x + y = k は傾き −2 の直線
族。k を大きくしていくと直線は右上方
向に移動する。領域に最後に接するのが
頂点 (4, 0) であり、最大値を与える。
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(2) 領域 {x+ 2y ≤ 8, 3x+ y ≤ 9, x ≥ 0, y ≥ 0} で z = 5x+ 4y の最大値

境界線の交点を求める：
x+ 2y = 8 と 3x+ y = 9 の交点：
3x+ y = 9 より y = 9− 3x

代入：

x+ 2(9− 3x) = 8

x+ 18− 6x = 8

−5x = −10, x = 2

y = 9− 6 = 3

交点：(2, 3)

各軸との交点：
x+2y = 8, y = 0：(8, 0) ただし 3 · 8 = 24 > 9

なので領域外
3x+ y = 9, y = 0：(3, 0) ；x+2 ·0 = 3 ≤ 8 ✓
x+2y = 8, x = 0：(0, 4) ；3 · 0+4 = 4 ≤ 9 ✓
頂点：

(0, 0), (3, 0), (2, 3), (0, 4)

各頂点での z = 5x+ 4y の値：

(0, 0) : z = 0

(3, 0) : z = 15

(2, 3) : z = 10 + 12 = 22

(0, 4) : z = 16

最大値：z = 22（点 (2, 3) で実現）

【交点の求め方（代入法）】
一方の式から y を表し、他方に代入し
て x を求める。
【頂点の列挙のポイント】
各制約線が軸と交わる点のうち、全制約
を満たすものだけを頂点として採用す
る。(8, 0) は 3x+ y ≤ 9 に反するので
採用しない。
【等高線法での解釈】
等高線 5x+ 4y = k は傾き −5/4 の直
線族。k を大きくすると右上に移動し、
最後に接するのが頂点 (2, 3)。
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(3) 領域 {x+ y ≤ 5, x− y ≤ 3, x ≥ 0, y ≥ 0} で z = x+ 2y の最大・最小

境界線の交点を求める：
x+ y = 5 と x− y = 3 の交点：
加法：

2x = 8, x = 4, y = 1

交点：(4, 1)

x− y = 3 と y = 0：(3, 0)

x+ y = 5 と y = 0：(5, 0)（x− y = 5 > 3 なの
で確認）→ 5− 0 = 5 > 3：x− y ≤ 3 を満たさ
ないので採用しない
x+ y = 5 と x = 0：(0, 5)

原点 (0, 0) の確認：全制約を満たす ✓
頂点：

(0, 0), (3, 0), (4, 1), (0, 5)

各頂点での z = x+ 2y の値：

(0, 0) : z = 0

(3, 0) : z = 3

(4, 1) : z = 4 + 2 = 6

(0, 5) : z = 0 + 10 = 10

最大値：z = 10（点 (0, 5) で実現）
最小値：z = 0（点 (0, 0) で実現）

【頂点の採用・不採用の判定】
求めた交点が他のすべての制約を満た
すか 1 つずつ確認する。
(5, 0)は x−y = 5 > 3なので x−y ≤ 3

に反し、実行可能領域の頂点にはなら
ない。
【等高線法での解釈】
等高線 x + 2y = k は傾き −1/2 の直
線族。k を増やすと直線は右上方向に移
動する。最後に領域に接するのが頂点
(0, 5)（y 軸上）。
【なぜ (0, 5) が最大か】
傾き −1/2 の等高線は傾き −1 の辺
（x + y = 5）より緩い傾きなので、辺
x + y = 5 上では左上ほど z が大きく
なる。その極端点が (0, 5) である。
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